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Serie 2

Criteris generals per a la correccio:

1.

En tots els casos la resolucié que fa I'estudiant s’ha de poder seguir i
comprendre els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no
estiguin desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la
resolucio seran puntuades amb 0 punts.

La resoluci6 proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, unica. Per tant, sempre que I'enunciat ho permeti, en el cas que
I'estudiant respongui amb una resolucioé alternativa totalment correcta se li
assignara el total de puntuacié de I'apartat. Si la resposta és parcial la
puntuacio obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacio
total.

En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos la puntuacio sera la totalitat de la puntuacié de I'apartat.

Tots els exercicis, apartats i passos dins d’'un apartat es valoraran amb
multiples de 0,25 punts.

Penalitzacié per errades de calcul o transcripcio:

e Sil'errada que es comet no té més transcendéncia, aleshores NO es
descomptara res de la puntuacié parcial de I'apartat.

e En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I'enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucié
resultant, i només s’aplicara una penalitzacié final de 0,25 punts.

o En cas que 'errada condueixi a no tenir sentit alguna de les questions que
es demanen, aleshores la puntuacié maxima de I'apartat sera de 0,75
punts.

e Silaresolucié d'un apartat conté dues errades la puntuacioé de I'apartat sera
'acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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[1,25 punts]

a)
[1,25 punts]
L’equacio de la recta tangent en el punt de la parabola (a,f(a)) = (a,4 — a?) és:
y—f@=f(a) (x-a)
Calculem la derivada i 'avaluem en x = a:
f)=4—x?>f'(x) =—-2x - f'(a) = —2a.

La recta tangent a la parabola és:

y—(4—-a*)=-2a-(x—a)> y=-2ax+2a*+4—a* >y=—-2ax+a’+4

\

45

P =(a,f(a)) = (a,4—a?

l;- 15 i 05 0 05 1 \ \
Calculem el punt de tall amb I'eix 0X (y = 0):

a’+4
2a

0=—-2ax+a*+4;, x=
. a’+4
Tenim el punt (7 0).
El punt de tall amb I'eix OY (x = 0) és:
y=a’+4

| tenim el punt (0, a? + 4).



i

Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat
Pagina 3 de 25
Matematiques
Proves d’accés a la Universitat 2021, convocatoria ordinaria. Criteri de correcci6

b)
[1,25 punts]

a’+4
2a

El triangle té vértexs en els punts (0,0), ( ,0) i (0,a? + 4), per tant, és un triangle

244 . N p
rectangle de base az—a i altura a? + 4. La seva area és:

_1(a*+4 _(a®+4)?
5@—2( 2a >(“2+4)—T

Derivem i igualem a zero:

([ 2v3
: (a®+4)-(Ba*—-4) J a=—3
S = , S =0
(a) i (a) - 23
a="3
Rebutgem la solucié a = —2 ja que a ha de ser positiu, per tant, el valor buscat és

V3
2 N ;. .
a = 7 que sera un minim ja que:

_ 2V/3 ) _ 2V3
, <0 si O<a<T—>Sesdecrelxentperaa<T
S(a) =
(@) 23 23

>0 si aZT—uS‘éscreixentperaa>T
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Pautes de correccio:

a)

b)

0,25 punts pel plantejament, on s’indiqui que la recta tangent té pendent f'(a).
0,5 punts per I'expressio de la recta tangent.

0,25 punts pel punt de tall amb l'eix d’abscisses.

0,25 punts pel punt de tall amb I'eix d’ordenades.

Tot i que cal donar les dues coordenades dels punts de tall, en cas de no donar
la coordenada 0, no es penalitza.

0,25 punts per la funcié area.

0,5 punts per la derivada primera.

0,25 punts pel valor de a on s’assoleix el minim.
0,25 punts per comprovar que €s minim relatiu.

Es considera correcta si es dona la solucié sense racionalitzar.
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a)
[1,5 punts]
Escrivim el sistema en forma matricial:
p 1 1
(2 p p?
2 1 1

2
1
2

El determinant de la matriu de coeficients, A, és:

p 1 1
detd = |2 D p2 = —p3+3p2 —2p=-pp—-1{P-2)
2 1 1

Els valors de p que fan que el determinant sigui zerosén: p =0,p=1ip = 2.
Aleshores:
e Sip+0,1,2 - rang(4) = rang(4*) = 3 - Sistema compatible determinat
e Sip =0, el sistema en forma matricial és:

0 1 1
<200

2 11

2
1

)

rang(A) = 2; rang(A*) = 3 — Sistema incompatible

e Sip =1, el sistema en forma matricial és:

1 1 1)2
2 1 11
2

2 1 1
rang(A) = 2; rang(A*) = 3 — Sistema incompatible

e Sip =2, el sistema en forma matricial és:

2 1 1|2
2 2 41
2

2 1 1
rang(A) = rang(4*) = 2 < nim. incognites = 3 — Sistema compatible indeterminat
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b)
[1 punt]

Pera p = 2 el sistema és compatible indeterminat, dues de les equacions sén
coincidents. Cal resoldre el sistema:

{2x+y+z=2 _){2x+y=2—z
2x+2y+4z=1 2x+2y=1—-4z

Prenem z =t com a parametre i tenim x = % +t, y=-3t—1, z=t peratotte
R.
Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per la presentacié matricial del sistema.
0,25 punts per arribar als valors critics per a la discussio.
1 punt per la discussi6 dels quatre casos (0,25 punts per cada cas).

b) Si han fet bé el cas p = 2 en l'apartat a), 0,5 punts pel calcul de cada variable
en funcié d’'un parametre lliure.

Si no fan servir I'apartat a), 0,25 punts per observar que és un sistema
compatible indeterminat i 0,75 punts per la solucié.



i

Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Pagina 7 de 25
Matematiques
Proves d’accés a la Universitat 2021, convocatoria ordinaria. Criteri de correcci6

a)
[1,25 punts]

L’equacio de la recta perpendicular al pla x = y que passa pel punt (—1,3,1) té com a
vector director (1,—1, 0), per tant 'equacio és:

(x,v,2) =(-1,3,1) +t(1,-1,0)=(-1+¢3—1¢t1)

Fem la interseccié d’aquesta recta amb el pla i trobarem M, el punt mig del segment
PP

x=y-o-1+t=3-t->t=2; M= (111)

P+Pr

Finalment, M =222 5 p'=2M-P=(2+4+1,2-3,2-1) = (3,—-1,1)

b)
[1,25 punts]

El vector normal al pla que ens demanen és perpendicular a la recta r i també ha de
ser perpendicular al pla . El calculem fent el producte vectorial:

& & &
2 3 1 =§2_253_3§3+51_>(1,1,_5)
1 -1 0

L’equacid del plaésx + y- 5z + D = 0 isiimposem que ha de passar pel punt
(1,0, 2) determinem el terme independent D:

1-10+D=0->D =9

Finalment, 'equaci6 del pla demanatésx+y—-5z4+ 9 = 0
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Pautes de correccio;

a)

b)

0,5 punts pel plantejament, on s’expliqui com es calcula el punt simétric.
0,25 punts per la recta perpendicular.

0,25 punts pel punt mig.

0,25 punts per la solucio.

0,5 punts pel plantejament.

0,25 punts pel vector normal al pla.

0,5 punts per 'equacio cartesiana del pla.

En cas de resoldre qualssevol dels apartats per estrategies diferents a les donades
en aquestes pautes també es considerara correcte.
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4.

a)
[1 punt]

La recta tangent és horitzontal en els punts on la derivada s’anul-la, aleshores:

1

Holnx  1-inx 1-Inx
f(x)=*5—=—-> ——=0->1-Inx=0-Inhx=1->x=e¢
X X X

Aixi, I'tinic punt amb recta tangent horitzontal és (x,y) = (e, el)

Per determinar si és un extrem relatiu podem fer servir el criteri de la segona derivada:

1
—~x*—2x(1—Inx) _ —x—2x(1—Inx) —3+2Inx

17 _ X
f (X) - x4 x4, X3
3421 -1 . . .
(e) = +x3 L — <0 - indica que correspon a un maxim relatiu.
b)
[0,5 punts]

En relacio amb les asimptotes, com que la funcié només esta definida per x > 0, cal
mirar 'asimptota només per a lI'Ill f(x).
X+

Inx N
lim f(x) = lim — =-ind.
x—>+oof( ) X—>+0 X ®

Aplicant la regla de I'Hépital, resoldrem aquesta indeterminacio:

Per tant, I'eix d’abscisses, y = 0, és una asimptota horitzontal d’aquesta funcié.
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c)
[1 punt]

L’area demanada correspon a la integral definida:

el eq Inx)2]° (ne)? (n1)? 1
A= f ﬂdxz f —Inxdx = (Inx) :(ne) _(n ) =—u?
1 X 1 X 2 2 2 2

La representaci6 grafica és:

Pautes de correccio;

a) 0,25 punts pel plantejament, on es digui que el pendent de la recta horitzontal
ha de ser zero.

0,25 punts per la derivada.
0,25 punts pel punt on la recta tangent és horitzontal.
0,25 punts per justificar que és un maxim relatiu.

b) 0,25 punts pel plantejament, on s’expliqui que només cal estudiar el limit quan
X — +o0o,

0,25 punts per 'asimptota horitzontal.
c) 0,25 punts per la integral definida que correspon a I'area demanada.
0,25 punts per la primitiva.
0,25 punts per la regla de Barrow i resultat de I'area.
0,25 punts per la grafica.

En cas que responguin que I'area és infinita —perqué no s’esmenta I'eix d’abscisses en
'enunciat-, es puntuara 0,5 punts per la grafica i 0,5 per dir raonadament que és
infinita.
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a)
[1,25 punts]

Calculem AZ?:

0 0 1 0 0 1 0 1 0
A*=A-A=|1 0 0)-(1 0 ofJ=|0 0 1
010 010 1 0 0

El determinant de la matriu 4% és |4%| = 1 # 0, per tant, és una matriu invertible.
Multipliquem I'equacié matricial per (42)~! per I'esquerra, aixi ens queda:
A2 - X=A-31-X=(A>)"1A4-3-D

Calculem la matriu inversa de A?:

01 o' 4,0 0 1
A t={0 0 1] =1 0 0|=4
1 0 0 010

Finalment:

X=AA-3-1)
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b)
[1,25 punts]
Sumem I a les dues bandes de la igualtat que ens donen:
M3—-3M?+3M—-1=0->M3-3M?+3M =1
Traiem M factor comu per I'esquerra:
M-(M?—=3M+3I) =1 *)
Fem el determinant a banda i banda de la igualtat i tenim:
det(M - (M? —3M +31)) = det] =1 - detM - det(M?> —3M +3) = 1

D’on podem afirmar que det M + 0, ja que si s’anul-lés la igualtat anterior no se
satisfaria. Aixi doncs, M és invertible i podem expressar la inversa de la forma
seguent:

M~t=M?—-3M +3I

De I'expressio (*) es pot deduir directament que la matriu M és invertible i que
'expressiod de la inversa, sense haver de justificar que el determinant és diferent de 0.

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per calcular A2.
0,25 punts per aillar X.
0,5 punts per la inversa de A2.
0,25 punts pel resultat final de X.
b) 0,5 punts per operar correctament amb la igualtat donada.
0,5 punts per justificar que M és invertible.

0,25 punts per trobar I'expressié la matriu inversa demanada.
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a)
[1,25 punts]

La funci6 és continua per ser la suma de dues funcions continues, I'exponencial i una
polindbmica de primer grau.

Per analitzar-ne la monotonia estudiarem el signe de la derivada:
f'(x)=e*1—-1=0 pertante* ! =1donx—1=0i,aixi, x = 1 és un punt critic.

Fem la taula de comportament

x (=, 1) 1 (1, 4+=)

\ ;
fo| - o |+ : ‘1\\1/
1

f(x) | decreix —1 | creix

La funcio té un minim relatiu (i absolut) en el punt (1, -1),
€s monotona decreixent en l'interval (—oo, 1) i monotona creixent en l'interval (1, +«).
b)

[1,25 punts]

Per demostrar si la funcio té o no arrels aplicarem el teorema de Bolzano. En aquest
cas la funcio és continua en tots els reals, per tant, ho és en qualsevol interval tancat,
concretament en linterval [—1,3].

Els tots dos extrems de I'interval la funcio és positiva:
f(-1D)=e2>0if(3)=e?—-4>0

Per altra banda, sabem que f(1) <0 ique enx =1 la funci6 té un minim absolut.
Aixi, pel teorema de Bolzano, podem afirmar que:

e existeix una arrel en l'interval obert (—1,1). Aquesta arrel és unica ja que la
funcié és monotona decreixent en aquest interval.

e existeix una altra arrel en l'interval (1,3) que també és Unica per ser monotona
creixent en aquest interval.

Aixi no pot existir cap altra arrel d’aquesta funcié en l'interval donat.
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Pautes de correccio;

a)

b)

0,25 punts per justificar la continuitat.

0,25 punts pel calcul de la derivada.

0,25 punts per trobar I'abscissa del punt critic.

0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement.

0,25 punts per justificar el minim relatiu.

0,25 punts per mencionar les hipotesis del teorema de Bolzano.
0,5 punts per justificar I'existéncia de dues arrels.

0,5 punts per la unicitat en cada interval a partir de la monotonia.
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SERIE 5

Criteris generals per a la correccio:

1.

En tots els casos la resolucié que fa I'estudiant s’ha de poder seguir i comprendre
els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que no estiguin
desenvolupades o no es pugui seguir el com s’ha arribat a donar la resolucié seran
puntuades amb O punts.

La resoluci6 proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, unica. Per tant, sempre que I'enunciat ho permeti, en el cas que I'estudiant
respongui amb una resolucio alternativa totalment correcta se li assignara el total
de puntuacioé de I'apartat. Si la resposta és parcial la puntuacio obtinguda sera
proporcional a la part corresponent de la puntuacio total.

En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En aquests
casos la puntuaci6 sera la totalitat de la puntuacio de I'apartat.

Tots els exercicis, apartats i passos dins d’'un apartat es valoraran amb multiples
de 0,25 punts.

Penalitzaci6 per errades de calcul o transcripcio:

e Silerrada que es comet no té més transcendéncia, aleshores NO es
descomptara res de la puntuacié parcial de I'apartat.

o En el cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I'enunciat, es
valorara i puntuara el desenvolupament i coheréncia de la resolucié resultant, i
nomeés s’aplicara una penalitzacio final de 0,25 punts.

o En cas que I'errada condueixi a no tenir sentit alguna de les questions que es
demanen, aleshores la puntuacié maxima de I'apartat sera de 0,75 punts.

e Silaresolucio d’'un apartat conté dues errades la puntuacié de I'apartat sera
'acumulada fins al moment previ al cometre la segona errada.
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1.
[2,5 punts]
a)
La matriu B és invertible perque els seus vectors columna (o fila) sén independents
(és a dir no proporcionals). Altrament perque
N S § P
Bl =|; 0|_0 1=-1#0.
. sp-1_1(0 —-1\_|/0 1
| la sevainversa sera B™* = _1(_1 1 ) . (1 _1).
b)

Es possible aillar la matriu X de I'expressié donada:
X=B1-(C-A-A)
Comencem calculant el producte
(5 1N (2 IN_(7 9
C-A= (0 7) (—3 4) B (—21 28)
i per tant

C-A-A= (—721 298) B (—23 411) - (—518 284)'

Aleshores

X= (2 —11)'(—518 284) - (_2138 —2{}6) '
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Pautes de correccio:

a)

0,5 punts per I’argumentacid que la matriu és invertible.
0,25 punts pel calcul preliminar de la matriu inversa.
0,5 punts pel calcul final.

b)

0,5 punts per aillar la matriu X.

0,25 punts pel producte matricial.

0,25 punts per la diferéncia de matrius.

0,25 punts pel producte final.
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[2,5 punts]

a)

Per trobar els intervals de creixement i decreixement de f(x), estudiarem la
seva derivada: f’(x) = 3x*-9

Calculem f’(x) = 0, en aquest cas obtenim 3x? - 9 = 0 per tant, x = {—/3,V/3}.
Com que f’(x) la podem escriure 3(x + v3) (x — V3), estudiarem el signe que
assoleix la derivada segons els diferents intervals

(-00,-V3) —V3 | (+V3,V3) -3 (V3,+w)
3(X+\/§) - 0 + + +
(x-v3) |- : : 0 +
F(x) + 0 : 0 .
f(x) Creix Maxim | Decreix Minim | Creix

Per tant, la funcié creix en (-0,-v3 ) U (3, +)

| la funcié decreix en (-v3,v3)

b)
Trobem els punts de tall entre f(x) i g(x) per x = 0.

Calculem:x3 —9x = 7x, x3 —9x — 7x = Oipertant,x3 —16x = x(x? —16) =
0, que s’anul-la en x = {0,—4,4}. En el semipla x = 0, la funci6 f(x) i g(x) es
tallen en els punts d’abscisses x =0 i x = 4.

Aixi doncs, hem de calcular la integral definida:
4

[(g00) = f(0)dx= [ (=x® + 16x)dx = [—x{ + 16%2]0 = 64 — 128 =64 u?]



i

Generalitat de Catalunya
Consell Interuniversitari de Catalunya
Oficina d’Accés a la Universitat

Pagina 19 de 25
Matematiques
Proves d’accés a la Universitat 2021, convocatoria ordinaria. Criteri de correcci6

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per la funcio derivada.

0,5 punts pel calcul de les abscisses dels punts singulars.

0,25 punts per 'analisi i conclusions dels signe de la derivada primera.
0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement

b)

0,5 punts pel calcul dels punts de tall

0,25 punts pel plantejament de la integral.

0,25 punts pel calcul de la primitiva.

0,25 punts pel calcul final de 'area.
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[2,5 punts]

a)

Per a qué els punts siguin coplanaris el determinant dels vectors DA, DB,DC ha de ser
0, per tant:

1 a 1
a 1 2|=0+4+2a+a)-(1+2+a?)=0,0siguia’?—-3a+2=0,
11 1

i, pertant,a=10bé a=2.

Pel valor a = 1, els punts A i C s6n el mateix, en canvi per tots els punts s6n
diferents.

b)

Utilitzem la formula de I'area del triangle a lespai: S = - [|AB < AC|

AB'x AC = (1,—-1,1) x (0,—1,0) = (1,0,—1) i per tant l'area és

~|F

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts pel plantejament del determinant.
0,25 punts pel calcul del determinant.

0,5 punts per les solucions possibles.

0,25 punts per la justificacié del valor a = 2.
b)

0,25 punts pel calcul dels dos vectors.

0,5 punts per calcul del producte vectorial.
0,25 punts per la norma.

0,25 punts per la superficie.
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[2,5 punts]

a)

aplicant el teorema de Pitagores x? + y? = d?, i per tant y? = d? — x2.

En substituir a la resisténcia R obtenim |R = kxy? = kx(d? — x2)|

b)
Per trobar la resisténcia maxima derivem i igualem a 0:

R = k((d* — x?) + x(—2x)) = k(d* —3x?) =0,

Per tant |x = % = d—\/g, iy =vd?— x? = P , es tracta d’'un maxim atés que
3 3 V3 3
R" = —6kx
dv3 dv3
R"” (T) = _6kT <0

Per trobar la resisténcia d’aquesta biga cal substituir els valors de x, y:

2
dv3 (dV6 23
Rimax = k—~ (—3 ) = kd® =~

Pautes de correccio:

a)

0,75 punts per I'aplicacio del Teorema de Pitagores.
0,5 punts pel I'expressio final de R.

b)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pel calcul de 'abscissa del punt singular.
0,25 punts per la justificacié de la condicié de maxim.

0,25 punts per la segona dimensio i la resistencia maxima final.
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[2,5 punts]

a)

Estudi del sistema d’equacions lineals segons els valors del parametre a.
. 1 2 a |8
MM={2 1 —-a |1
1

3 0 —3a
Calcul del rang de la matriu del sistema i el de la matriu ampliada.

B i|=—3;t0 , per tant, Rang M > 2

1 2 a

2 1 —a |=—-3a—6a—3a+12a=0
3 0 —3a

El determinant de la matriu del sistema és nul (zero) per a qualsevol valor del
parametre a. Per tant, Rang M = 2, per a qualsevol valor del parametre a.

Orlant el menor d’ordre 2 no nul, amb la finalitat de trobar el rang de la matriu
ampliada, tenim:

1 2 8
2 1 1|= —-21 #0 ,pertant, RangM = 3, per a qualsevol valor del parametre a.
3 01

Com a conclusio tenim:

RangM # RangM per a qualsevol valor del parametre a .

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius, es tracta, efectivament, d’'un sistema
incompatible, no té solucid, per a qualsevol valor del parametre a.

b)

Interpreteu geométricament el sistema d’equacions lineals. Feu un dibuix esquematic
gue representi la posicio relativa dels tres plans.

Cadascuna de les tres equacions es correspon amb un pla de I'espai tridimensional.

Sistema d’equacions incompatible, per tant, no hi ha cap punt de tall entre els tres
plans.

No hi ha cap parell de plans paral-lels, ates que dels tres vectors normals (un vector
normal a cada pla) no n’hi ha cap parell de proporcionals.
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Els tres plans es tallen dos a dos en rectes paral-leles.

Dibuix esquematic:

y- g

Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per les matrius del sistema.

0,25 punts pel rang de la matriu associada del sistema.

0,25 punts pel rang de la matriu ampliada del sistema.

0,5 punts aplicar el Teorema Rouché-Frobénius i la conclusié final.

Observacio: En cas que I'estudiant no discuteixi el sistema de forma matricial es
repartira el punt entre les diferents parts que condueixen a la resolucié.

b)

0,25 punts per raonar que no hi ha cap punt de tall comu.

0,25 punts per raonar que no hi ha cap parell de plans paral-lels
0,5 punts per raonar que es tallen dos a dos.

0,25 punts pel dibuix esquematic.
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[2,5 punts]

a)

Com que té un extrem relatiuen x = —=3ienx =1, sabemque f’'(—-3)=f’'(1) =0.
f’(x) = 6x? + 2mx + n. Aleshores tenim que:

f'(-3) =54 —6m+n=20

f'A)y=6+2m+n=0.

Resolent el sistema, obtenim que iqueln = —18.

D’aquesta manera sabem que f(x) = 2x3 + 6x2 —18x + p.

Per a trobar la p, utilitzarem que f(3) = 4.

Pertant, f(3) = 54 + 54- 54 + p = 4.

Aleshores, [p = —50]

b)

Calculem f’(x) = ﬁ i obtenim que per x = =3, f’(—=3) = —2/4 = —1/2 que sera

el pendent de la recta tangent.

Ara busquem el punt per on passara que sera (—=3,f (—3)) = (-3,-2).

La recta tangentseray +2 = —1/2 (x + 3). L’'equacié seraly = —x/2 - 7/2|
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Pautes de correccio:

a)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pel plantejament del sistema.
0,25 punts pel calcul de m.

0,25 punts pel calcul de n.

0,25 punts pel calcul de p.

b)

0,25 punts per la funcié derivada.

0,25 punts pel pendent de la recta tangent.
0,5 punts per les coordenades del punt de tangéencia (abscissa i ordenada)

0,25 punts per I'equacié de la recta tangent.
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